INSTITUTO DE MATEMATICA DA UFBA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

1A LISTA DE CALCULO IV — SEMESTRE 2002.1
(Funcédo vetorial deumavariavel, curvaem R". Integral dupla e aplicactes)

1) Determine uma funcéo vetorial F: Il R® R? tal queotrago de F sgja
a) apardbolay = + 3. b) adipse (x-1)%/4 + (y+2)?/9 =1 c) acardidide de equacso polar r = 2(1-cosq).

2) Determine uma fung3o vetorial F: Il R® R® tal queotrago de F sgja
. tx2+y2:1 . A . 1
a) adipse j : b) acircunferéncia
tx+y+z=4 fx+2=0

x2 + y2 +22 =4

3) Escreva as equagdes da reta tangente e do plano normal a curva dada por:
art)=(e", e*,3421), noponto (€,€e*,32).

b) F(t) = (t*-1, t*+1, 3t ), no ponto onde tal curvainterceptao plano 3x-2y-z+7 = 0.

4) Uma particula move-se no espago com equacdo R = ( cos(2t), sen(2t), t/2).

a) Represente a Orbita da particula. b) Calcule os vetores velocidade e aceleracdo da particula no inicio
do movimento. c) Mostre gque os vetores velocidade e aceleragcdo tém comprimentos constantes. d) Mostre
gue a velocidade e a aceleragéo fazem um angulo constante com eixo Oz em qualquer instante t.

5) Sgja F(t) o vetor posicdo de uma particula que se desloca sobre uma esfera de centro na origem e raio
r. Mostre que o vetor velocidade € ortogonal ao vetor posicdo F(t) em cada instante.

6) Dada uma curva parametrizada R= P(t) e um ponto fixo Q, demonstre que se as distancias ¥P(t)-Q%2
atingem um minimo para t, entdo P(t,)-Q éortogonal a P(t,).

7) @) Obtenha uma curva parametrizada X(t) tal que X(0) = (1,0,1), X'(0) = (2,1,5) e X"(t) = (¢',t,2),
paratodo t.

b) Encontre a equacdo do movimento de um projétil disparado da origem com um angulo de 60° com a
horizontal e velocidade escalar inicial de 800 m/s. Considerando que aUnicaforgca atuando no projétil
€ a gravidade, f= (0,-mg) =ma, equeé lancado da origem no instante t = 0, determine o vetor
posicdo R da particula e mostre que a trajetéria esta sobre uma parabola (pag. 740 - Munem) (Encontre a
equacdo do movimento no caso mais geral, considerando um angulo g com a horizontal e velocidade
escalar inicial \,).

8) Enrola-se um pedago de arame em forma de i 4'
uma hélice circular uniforme (F(t) = ( acos(t), & _"_';-~{
asen(t), bt) ) com 3cm de raio e 20cm de atura. f: “H
Determine o comprimento do arame se ele e

contém 6 voltas completas.

9) Determine o comprimento de arco das curvas:

a) F(t) = (cos(t), In cos(t), sen(t) ), entre os pontos correspondentesat=0 e t=p/4.

b) F(t) = ( 3cos(t), 4cos(t), Ssen(t) ), entre os pontos correspondentesat=0 e t=2.

c) y =2cosh(x/2) (catenaria), entre os pontos correspondentesa x =0 e x = 8.

d) F(t) = (r.(t-sen(t), r.(1-cos(t) ) (cicléide), entre os pontos correspondentesat=0 e t=2p.



10) Reparametrize pelo comprimento do arco a curva
a) F(t) = (cos(t), sen(t), t), tT R b) F(t) =(1+€, €, 2+€), t1 [0, 1].

11) Sga R = F(t) a equacdo do movimento de uma particula com velocidade ndo nula. Mostre que a
norma do vetor velocidade é constante se, somente se, a aceleracdo é ortogona a vel ocidade.

12) Dé exemplo, caso exista, de uma equacdo de movimento de uma particulatal que:
a) O modulo da velocidade sgja constante mas a vel ocidade ndo sgja constante. (justifique).
b) A trajetdria esteja sobre uma reta mas a velocidade da particula ndo seja constante (justifique).

13) Considere a curva parametrizada F, duas vezes diferencidvel, e a mudanca de parametro t = g(r) =
senh(r). Pode-se afirmar que (Fog)'’ (r) = F’(t).cosh(r) — F (t).senh(r) ?

14) Determine a equacao dos planos osculador, normal e retificante a curva dada por
aa()=(t& ) paat=1.
b) F(t) = (t>-1, t*+1, 3t ), no ponto onde tal curvaintercepta o plano 3x-2y-z+7=0.

15) &) Determine o angulo de intersecdo entre as curvas ( €, €, 1-€') e (t, cog(2pt), sen(2pt) ) no ponto
(1,1,0).

b) Verifique que a curva F(t) = (t%, £3-4t) se auto-intercepta. Determine angulo entre as tangentes a esta
curva no ponto de auto-intersegao.

16) Determine os vetores unitérios T (tangente), N (normal), B (binormal), a curvatura k das curvas
parametrizadas:

a) P(t) = (acos(t), asen(t), bt)) (hélice);

b) P(t) = (-3, t*+7, t*+t).

17) @ Mostre que se R = F(t) ¢é a equagdo do movimento de uma particula com aceleracdo nula
(F’(t) = 0) entdo o movimento é retilineo.

b) Sgja F(s) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. Mostre gque o traco de F esta sobre
umaretase e somentese k(s) =0," s1 D(F), sendo k(s) acurvatura.

18) Dé a interpretacéo geométrica das integrais:

3 S ~BC 20 R 112
a)(-)p/4q rdrdg, C)(UE%?+T%dxdy, U={(xy)l RY-1ExE1,-1E£yE1}. b) 0,0,[1- G+ dxdy .

19) Calcule as seguintes integrais duplas:
@) (/x*+y?dxdy, onde U é aregido limitada pelo lago da rosécea r = 2cos(2q) que esta no 1° e no 4

u
guadrantes. Dé a interpretacdo geométrica.

b) ()/x*+y?dxdy, onde U éaregido limitada pela circunferéncia Cy: X+y* = 4.
u

©) (fyvdxdy, onde U éaregido limitada pelacircunferéncia Cy: (x-a)*+(y-b)*= 4, a 0 ou bt 0.
U

2 28
d) @f‘_ﬂ_g dxdy, onde U éaregido limitadapeladipse E: (3/4) + (y?/9) = 1.
U 4 945



e) c‘n‘ydxdy, onde U é aregido limitada pela dipse E,: 7X¢+7y?-2xy=24. Sabe-se que g(u) =

(£ g ,%w£v) levaaelipse E: (W/4) + (V/3) =1 naédlipse B.

20) Considere o paraboldide z=- ¥ - y’+ 4. Calcule os volumes V; e V,, onde V; é o sdlido limitado
pelo parabol6ide e pelo plano z=0eV, € o sdlido limitado pelo parabolGide e pelos planos x =1, x=-1,
y=1, y=-1, z=0

21) Utilizando integral dupla, calcule os volumes dos seguintes solidos:

a) limitado pelos planos x+y+2z=4 e z =0 e pelo cilindro »*+y* = 1.

b) limitado pelo paraboldide z = X+y?, pelo plano z=0 e pelo cilindro (x-1)?+y?=1. (*)
o) limitado pelaesfera X+y*+Z = 4a& e pelo cilindro (parte interna) x+(y-a)’>=a?, acima do plano z=0.
(Piskunov,vol.2) (**)
(L

d) limitado pelo paraboldide z = >2+y? *(parte interna) e pelaesfera X+y*+7 = 2.
e) limitado pelo paraboldide z = X+y? epeloplano z = 2x+1.
f) limitado pelo paraboldide z = X*+2y* epeloplano z = 4y+2.

(*), (**) Nestes casos, pode-se fazer umatranslac@o e utilizar coordenadas polares ou utilizar apenas coordenadas polares observando que,
noplano, (x-1)>+ y?=1 correspondea r=2cosq e x*+(y-a)’=a’ correspondea r =2a.sengq.

y 0
18
Qual o volume de agua que cabe na vasilha para a aItura
correspondente a 8 unidades de comprimento?

23) Utilizando integral dupla, calcule as areas das seguintes regides planas, limitadas pelas curvas:
AY=2x, y=x. b)xX/@+y/’=1  c)r*=dacos(2q). d)r=2cosq,r=4cosq.

22) Uma vasilha tem a forma da superficie z= g

24) Considere uma lamina que ocupa o quadrado Q com vértices (0,0), (a,0), (a,a), (0,a) e que tem
densidade em P(x,y) igual ao produto das distancias de P aos eixos coordenados. Determine a massa e as
coordenadas do centro de massa da lamina. (Simmons, val. 2)

25) Determine a massa de uma placaredondaderaio R seadensidade d do material em cada ponto P
€ proporcional adistancia do ponto P ao centro da placa. (Piskunov, vol.2)

26) Determine as coordenadas do centréide das seguintes regides planas.

a) limitada pelas curvasy = ¥ ey = +/X .
b) limitada pelo tridngulo isdsceles com vértice na origem, eixo Ox como suporte da mediana da base e
aturaigud ah.



27) Use o teorema de Pappus para calcular:

O volume do sdlido obtido pelarotacio daregido {(x,y)] R®/ X + 4y* =1}, emtornodareta |: x +y = 3,

sabendo que o centroide é a origem.

28) Determine o momento de inércia das seguintes regides planas, com densidade constante s,
a) limitada pelascurvas x =y earetax =1, enrelagido aretay = 1.
b) disco deraio a, em relacdo a umareta que contém um diametro.

29) Calcule o momento de inércia da placa plana com formato do

disco de centro (1,1) eraio igual a1, em relagdo areta y=-x, sabendo % O

que adensidade é s(x,y) = :
X+Yy

Respostas

1)a) F:R® R?/ F(t) = (t,+3)

1)b) F:R® R? / F(t) = (2cost +1,3sent-2)
(ou, F:[0,2p]® R?)

1)c) F:R® R? /F(q) = (2(1-cosq)cosq,2(1-cosq)send)

2)a) F:R® R®/ F(t) = (cost,sent,4-cost-sent)
(0u,F:[0,20]® R¥)

2b) F:.R® R® / F(t) = (+/2 cost,2sent, - 42 cost)
(0u,F:[0,20]® R¥)

3a)retatang. X = (€°,€3,3+2 )H (€%,-€3,42)I TR
pl. normal: €¥x-e3y++2 z-6-°+e®

3b)
Em F(1): retatangente: X = (0,2,3)+1 (2,2,3),1 T R
plano normal: 2x+2y+3z-13=0

em F(2): retatangente: X = (3,5,6)+ 1 (4,4,3),| T R
plano normal: 4x+4y+3z-50=0

4 b) R(0) = (0,2,/2), R"(0) = (-4,0,0)

4)0) R ()c=+17/2," t, R’ ()c=4, "t

4)d) (R'(1),(0,0,1)) = arccos( 417 /17), " t

(R’(1),(0,0,1)) =p/2," t

7)a) (t+€, t+t%/6, 1+5t+t2/2) i R

7)b) R = (400, -gt?/2 + 400 +/31)

x2 +l3

ardbola: 'y =
b y= 320000

gera: R = ((vocosq)t, -gt%/2 + (Vesenq)t)

8) 4/8Ip2 +25 9)a) In(1++2)

9b) 10 9)c) 2senhd4 9)d) 8r

10)a) Sendo dl R, a= cte:
~ aJ_ 6%+a«/§0 8%+aJ_00
it ‘écc’% N W L

g.—,l.

ES) = c24+— 1+ +i9
10)b) F(s)—éez ng J_s o

d [0, V3 (e-1)]

14) a) pl. normal: x+2y+2z-5=0
pl. osculador: -y+z=0
pl. retificante: 4x-y-z-2=0

14b) Em F(1): pl. normal: 2x+2y+3z-13=0
pl. osculador: -x+y-2=0
pl. retificante: -3x-3y+4z-6=0

Em F(2): pl. normal: 4x+4y+3z-50=0
pl. osculador: x-y+2=0
pl. retificante: 3x+3y-8z+24=0

1+2p 150) arccos(3/5)

Je1+4p2?

15)a) arccos

16)a) T=(-asent,acost,b)/Va? + b2
N = -(cost,sent,0)

16)b) T (2t,2t,1+2t)/ V12t% + 4t +1
N = (1+2t,1+2t,-4t)/ ¥ 24t2 +8t + 2




B= (bsent,- beost,a)

a
ld /2 + 2
[

k =
a? +b?2

.3
k =22 I&/12t2 + 4t +12
& 5

18)c) volume do solido limitado pelo parabol 6ide
2 2
z= X7 +y? e pelos planos. z=0, x=1, y=1, x=-1, y=-

1

18)a) area de uma pétala darosacea r = 3cos(20)

18)b) volume do sdlido limitado pelo parabol 6ide

NV
z :?+Ee pelos planos. z=1, x=1, y=1, x=-1,
y=-1
ou,
volume do sdlido limitado pelo paraboldide
2 2

zzl-X?-yT epelosplanos x =1, x=-1, y =
L,y=-1, e z=0.

19)a) 16/9  19)b) 16p/3  19)c) 4pab 19)d) p 19)e) 0

200V1=8p V,=40/3 2)a)2p  21)b) 3p/2

21)d) p(8+2 -7)/6 21)e) 2p 21)f) 442 p

23)a) 2/3 23)b) pab 23)c) & 23)d)3p

24) a4, (2al3, 2al3) 25) 2kp R®/3 26)a) (9/20, 9/20) 26)b) ( (2/3)h/ 0)

27) 3p?42 12

28) a) 8so/5 28)b)s.p a4



